 SEQ CHAPTER \h \r 1Netwerk boek B1 (deel 5) hoofdstuk 7

Som 1
      



 ADVANCE \u 16 
a) 
Nee; een oppervlaktegetal kan niet negatief zijn.

b) 
De oppervlakte van G is gelijk aan   ADVANCE \d 14
       
[image: image1.wmf]11
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 ADVANCE \u 14  (de zogenaamde modulus of absolute waarde)

Som 2
a) 
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]

0

0

sincoscoscos0112

xdxx

p

p

p

=-=-+=+=

ò



 ADVANCE \u 18
b) 
V heeft óók oppervlakte 2, op grond van de symmetrie.

c) 
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 ADVANCE \u 8
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 ADVANCE \u 8
d) 
zie de vorige vraag

Som 3
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a) 

[image: image5.wmf]2

32

0

1182

31014208

3233

xxx

éù

êú

-+=-+=

êú

ëû



 ADVANCE \u 16  

 ADVANCE \d 16
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 ADVANCE \u 16
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 ADVANCE \u 16


 ADVANCE \d 16
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 ADVANCE \u 16
b) 
Tel de deelantwoorden van de vorige vraag op:    ADVANCE \d 13
        
[image: image9.wmf]215

84115

326

++=



 ADVANCE \u 13
c) 
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 ADVANCE \u 18
Som 4
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(N.B. de grafieken zijn maar tot iets voorbij   x = 1  getekend, want daar snijden ze elkaar al)

a) 
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 ADVANCE \u 18
b) 
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 ADVANCE \u 18
c) 
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 ADVANCE \u 13
Som 5
[image: image14.wmf]
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 ADVANCE \u 18
b en c)
zie de rechterfiguur.









d) 
Door de verschuiving is de oorspronkelijke oppervlakte niet veranderd.
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 ADVANCE \u 18
Je ziet dat de term  3x  volledig wegvalt en daarom verandert er niets in de einduitkomst.

Som 6
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 ADVANCE \u 18
a) 
In bovenstaande berekening zie je dat de constante  c  altijd wegvalt. Als je twee grafieken dus  c  eenheden omlaag of omhoog verschuift, dan heeft dat geen effect op het resultaat.

Een en ander betekent dat je in alle gevallen moet berekenen  “de integraal van de bovenste functie”   minus  

        “de integraal van de onderste functie”.

Som 7
[image: image90.wmf][

]

1ln4

ln4

1

1

1

1

4

1

4

(4)(4)4ln4

11

40ln4ln444ln4ln44

44

xx

e

e

e

dxedxxexxe

x

eeeeee

éù

-+-=-×+-=

êú

ëû

--+×+×--+=×+×-

òò

a) 

      ADVANCE \d 39
 ADVANCE \u 39
b) 
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 ADVANCE \u 18
Som 8
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 ADVANCE \u 8
Vergelijken van de diverse vormen laat zien dat het verschil van de twee eerste resultaten hetzelfde is als het derde resultaat.

a) 
Zie de vorige opgave, waar dit al is toegepast.

Som 9


[image: image21.wmf]
a) [image: image91.wmf]ln44
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b)

 ADVANCE \u 50
c) 
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 ADVANCE \u 18
d) 
Vanaf het snijpunt verandert de bovenste grafiek in de onderste grafiek.

Som 10
a) 

[image: image23.wmf]x
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 ADVANCE \u 13 levert op dat  x = 1 (moet numeriek; kun je niet zelf systematisch berekenen)
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 ADVANCE \u 13

Om de oppervlakte van V te bepalen moet je de integraal bij  x = 1 splitsen. Je krijgt dan:
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 ADVANCE \d 38
 ADVANCE \u 38
Voor de oppervlakte van W kun je bijvoorbeeld een verticale lijn trekken door het punt x = 1 en dan van de ontstane rechthoek ( met oppervlakte 12)  het al berekende stukje tussen de lijn  y = 4  en de grafiek van f ervan af trekken en vervolgens ook nog het stuk dat onder de grafiek van de functie g zit.
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Je krijgt dan:     ADVANCE \d 18
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 ADVANCE \u 18Som 11

 ADVANCE \u 18Som 12
a,b) Een kegel met inhoud   [image: image25.wmf]3
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 ADVANCE \u 18 

c) Een bol met inhoud    [image: image26.wmf]2

2

23

0

0

11632

2(4)242

333

xdxxx

pppp

éù

êú

×-=×-=×=

êú

ëû

ò



 ADVANCE \u 18   (gebruik de symmetrie!)

Som 13
a) 
Op grond van de stelling van Pythagoras is de afstand van een willekeurig punt (x , y)  tot de oorsprong (0, 0)  gelijk aan   ADVANCE \d 6
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 ADVANCE \u 6 ofwel    ADVANCE \d 6
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 ADVANCE \u 6  ofwel    ADVANCE \d 6
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 ADVANCE \u 6
Omdat het resultaat van een worteltrekking niet negatief kan zijn, hoort de bovenste helft van de cirkel bij de formule met het plusteken en de onderste helft hoort dan bij de vorm met het minteken. 

b) 
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 ADVANCE \u 18 


(ook hier is gebruik gemaakt van de symmetrie door te integreren van  0  tot  r  en niet van  -r  tot  r)

Som 14
a) 

[image: image31.wmf]11
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 ADVANCE \u 12   (uit een breuk komt alleen maar nul als de teller gelijk aan nul is)

b) 
Tik de functie in en benader via het CALC-menu de oppervlakte.  Je vindt 3,2958 als benadering.

Overigens: de primitieve van deze functie is de volgende    ADVANCE \d 6
       
[image: image32.wmf]()3ln(2sin)
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 ADVANCE \u 6  en daarmee kun je het exacte resultaat  3.ln3  bepalen.  Denk er wel aan dat de      

        rekenmachine op radialen moet staan!

c) [image: image96.wmf]
Je moet nu in feite de volgende integraal berekenen:    ADVANCE \d 27
 ADVANCE \u 27
De primitieve van deze functie is niet op elementaire wijze te bepalen;  je zult er dus hoogstens een numerieke benadering van kunnen geven. Tik daartoe de formule in en bepaal via het CALC-menu de waarde ervan. Vermenigvuldig het resultaat ten slotte nog met .  Je vindt 13,7415

N.B. het boek neemt als integratiegrenzen gewoon de grenzen van het domein. Dat is echter niet helemaal juist i.v.m. het gebruik van het woord  “ingesloten ”  in de opgave. 

Som 15
a) 
Tik de functie  [image: image33.wmf]2
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 ADVANCE \u 6 in en benader de integraal via het CALC-menu. Je vindt ongeveer 4,93

b) 
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 ADVANCE \u 12
c) 
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 ADVANCE \u 18

N.B. Het is vrij normaal om te denken dat de primitieve functie  wel  “iets”  zal zijn zoals   ADVANCE \d 13
        [image: image97.wmf]32
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 ADVANCE \u 13
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Maar als je dit differentieert, dan krijg je last met de kettingregel, want nu zou   ADVANCE \d 6
 ADVANCE \u 6        Het eerste stukje van deze afgeleide is dus wel correct, maar de factor  cos x ,veroorzaakt door de           kettingregel,  moet je er niet bij hebben!


Je zult je heil dus moeten zoeken in de hier geboden oplossing; een andere is er niet!

Som 16

a)     [image: image36.wmf]22
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 ADVANCE \u 6
Deze afgeleide moet nu geheel samenvallen met de gegeven functie f. Dit kan alleen als het volgende geldt:


-a  =  2    en    2a - b  =  3   en   b - c  =  0.


Hieruit volgt gemakkelijk dat   a  = -2    en    b  =  -7    en    c =  -7.


de primitieve functie is daarom:     ADVANCE \d 6
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 ADVANCE \u 6
  


b) 
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 ADVANCE \u 11

(omdat de grafiek onder de x-as ligt, moet je het tegengestelde van de functie nemen!)

c) 
Je zou de volgende integraal moeten berekenen:    ADVANCE \d 19
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 ADVANCE \u 19
Het vinden van de primitieve is op zich niet moeilijk, maar wel bewerkelijk. Voer de functie dus in je GR in en gebruik het CALC-menu. Je vindt een waarde van ongeveer 16,69

Som 17
a) 
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 ADVANCE \u 18
b) [image: image99.wmf]2
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 ADVANCE \u 33
Som 18
Vooraf: de grafiek waarover het gaat is die van een halve cirkel rond de oorsprong.  Zie het plaatje bij som 12.

Bij wenteling ontstaat er in dit geval een halve bol, en je zou dus met de bolformule (som 13b) kunnen werken.

Hier zullen we, als oefening,  de integraalvorm gebruiken.  Je krijgt:
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 ADVANCE \u 18
Som 19
De inhoudsformule voor de bol luidt (zie ook som 13):  [image: image42.wmf]3
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 ADVANCE \u 13
Voor een kegel is de formule:  [image: image43.wmf]2
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 ADVANCE \u 13
Toegepast op de situatie in deze opgave, waar het over een halve(!) bol gaat, krijg je:   ADVANCE \d 13
[image: image100.wmf]4444
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 ADVANCE \u 13
[image: image101.wmf]1
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Som 20
 ADVANCE \u 18N.B. in het antwoordenboek kun je zien dat éérst de gekwadrateerde functies van elkaar aftrekken en dán pas integreren hier iets voordeliger uitpakt. Vaak blijkt er dan nog wel eens het een en ander weg te vallen. Maar alles hangt af van de gegeven functievoorschriften.

Som 21
[image: image102.wmf]222
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 ADVANCE \u 18
Som 22

[image: image103.wmf]a)

 ADVANCE \u 45


b) 
Je moet de grafiek van f nu eerst 3 hokjes laten zakken.


De formule verandert dan uiteraard ook en wordt nu  ADVANCE \d 6
       
[image: image44.wmf]2
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 ADVANCE \u 6

Die verschuiving is noodzakelijk, omdat de formules altijd gebaseerd zijn


op de x-as als grenslijn.


       
De inhoud wordt nu:   ADVANCE \d 18
       
[image: image45.wmf]44
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 ADVANCE \u 18

Dit wordt:  ADVANCE \d 16
       
[image: image46.wmf]4
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 ADVANCE \u 16
c) 
De inhoud van een cilinder met hoogte  4  en straal  3  bedraagt  36
Als je dit aftrekt van het antwoord op vraag a, dan krijg je niet het antwoord van vraag b. Dus onwaar.

De bedoelde cilinder zie je in het plaatje zitten tussen de x-as en de lijn  y = 3. De vraag heeft tot bedoeling om je te laten zien dat je bij vraag b écht verplicht bent om de grafiek van f eerst omlaag te verschuiven.

Som 23
a) 
In som 44 (hfdst 6) heb je de primitieve gezien van de functie   ADVANCE \d 6

[image: image47.wmf]  namelijk  
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 ADVANCE \u 6
    
Maar dan is een numerieke benadering dus niet meer nodig.    ADVANCE \d 16
        
[image: image48.wmf]175
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 ADVANCE \u 16
b) 
Dit kun je nu alleen nog maar numeriek (de primitieve van het kwadraat van f is niet simpel te vinden).

Tik daarom beide functies gekwadrateerd in, trek ze van elkaar af en laat de GR het werk doen. Vergeet niet de factor


  erbij te zetten!  Het resultaat is ongeveer 0,1317.


Deze kleine waarden geven aan dat de twee grafieken erg dicht bij elkaar in de buurt zitten.

Som 24
a) 
Via de stelling van Pythagoras vind je dat    ADVANCE \d 5
        
[image: image49.wmf]22
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 ADVANCE \u 5
b) 
Idem:  ADVANCE \d 13
        
[image: image50.wmf]2222
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 ADVANCE \u 13
c) 
Door het interval in een enorm groot aantal, zéér kleine stukjes te verdelen.

Som 25
[image: image104.wmf]
a) 
 ADVANCE \u 18
b) 
De primitieve is niet elementair te bepalen. Dus intikken in de GR en via het CALC-menu numeriek benaderen. Je vindt ongeveer 1,479.


De benadering in som 24b is ongeveer gelijk aan 1,46 en dat komt dus al aardig in de buurt. 

Som 26
a) 
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 ADVANCE \u 18 levert numeriek een waarde op van ongeveer 6,789

b) 

[image: image52.wmf]1
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 ADVANCE \u 12

 Bereken daarom   ADVANCE \d 18
          
[image: image53.wmf]44
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 ADVANCE \u 18
Som 27
a) 
Je krijgt een kwart cirkel rond de oorsprong, liggend in het eerste kwadrant. Zie ook opgave 12 in het boek.

b) 
De hele omtrek van een cirkel is gelijk aan  ADVANCE \d 2

[image: image54.wmf]2
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 ADVANCE \u 2. In dit geval is de kwartcirkelomtrek dus [image: image55.wmf]1
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 ADVANCE \u 12
c) 
Uit   ADVANCE \d 12
      
[image: image56.wmf]1
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 ADVANCE \u 12  volgt  [image: image57.wmf]1
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 ADVANCE \u 17

Je krijgt dan de integraal    ADVANCE \d 18
        
[image: image58.wmf]2
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 ADVANCE \u 18en numeriek is dat ongeveer 2.39


Opm.  je kunt in deze integraal niet de waarde  x = 2  invullen, want dat maakt de noemer gelijk aan nul.


Je neemt dan een waarde die er dicht bij ligt, bijv.  1,999.

Som 28

a) 
zie de tekeningen in het antwoordenboekje.

b) 
De top, die op de y-as ligt, gaat bij toenemende waarden van a omhoog en de grafiek wordt platter.

c) 
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 ADVANCE \u 12
[image: image105.wmf]22
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Je krijgt nu:    ADVANCE \d 18
         ADVANCE \u 18

De berekening lukt alleen maar omdat er onder de wortel een zuiver kwadraat te voorschijn komt!


De rest is simpel:   ADVANCE \d 16
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 ADVANCE \u 16
d) 

[image: image61.wmf]1111
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 ADVANCE \u 13

Je krijgt dus:   ADVANCE \d 18
         
[image: image62.wmf]22
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 ADVANCE \u 18

Daarna:   ADVANCE \d 19 
[image: image63.wmf]1111
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 ADVANCE \u 19

Deze uitkomst kun je vervolgens schrijven als:  [image: image64.wmf]2
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 ADVANCE \u 13

Vergelijken met het gevraagde resultaat laat dan duidelijk zien dat a = e. 

Som 29
a) 
Uit    ADVANCE \d 6

[image: image65.wmf]2222
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 ADVANCE \u 6  volgt dat het over een cirkel rond de oorsprong met straal 5 gaat.

b) 
Zowel de cosinusfunctie als de sinusfunctie hebben periode 2, en doorlopen dus al hun mogelijke waarden.

c) 
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 ADVANCE \u 6
d) 
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 ADVANCE \u 18
e) 
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 ADVANCE \u 4
Som 30
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 ADVANCE \u 18
Dit soort integralen laat zich niet elementair berekenen; een numerieke benadering levert een benadering op van ongeveer 15,865

N.B. De integratiegrenzen volgen weer uit de periodiciteit van de sinus en de cosinus.

Som 31

a) 
Stel via de MODE-knop de GR in op PAR en tik de twee functies in. Plot vervolgens de grafiek van K.

b) 
De y-functie heeft periode , maar bij de x-functie is dat 2. Je zult t dus moeten laten lopen van 0 tot 2. 

c) 
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 ADVANCE \u 18levert numeriek op 16,898.  Merk het gebruik van de symmetrie op!


Je moet, voordat je de integrand intikt, de GR overigens wel terug zetten naar Func via de Mode-knop. 

Som 32
a) 
Zie antwoordenboekje. De grafiek lijkt een stuk van een bergparabool te zijn met de top op de y-as.


We zullen laten zien dat dat inderdaad het geval is.


Uit y = 0 volgt   ADVANCE \d 13
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 ADVANCE \u 13 en dan is de x-coördinaat gelijk aan [image: image72.wmf]1
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 ADVANCE \u 12

De paraboolformule zou dan moeten zijn:   ADVANCE \d 12
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 ADVANCE \u 12

Omdat volgens de tekening geldt dat f(0) = 3 volgt hieruit dat  [image: image75.wmf]4
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 ADVANCE \u 13

De vermoedelijke parabool heeft dus de vergelijking  [image: image76.wmf]2
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 ADVANCE \u 13

Vertaald naar de parameterformules zou dat betekenen:  [image: image77.wmf]2
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 ADVANCE \u 13
Als je hierin, op grond van goniometrische formules,  de vervanging  [image: image78.wmf]2
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 ADVANCE \u 4 maakt, dan krijg je:  [image: image79.wmf]22
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 ADVANCE \u 13 en dat klopt.


Het feit dat je niet de hele parabool krijgt komt door de beperkingen van de goniometrische voorstellingen. 

b) 
De x-formule heeft een periode van  en de y-formule heeft een periode van ½ .

     
De x-coördinaat loopt van de waarde -3 tot en met 3 (of andersom). Daarvoor is een kwart-periode nodig. Laat daarom de parameter t bijvoorbeeld beginnen bij  t = 0,25 (dan start de grafiek in het punt (3,-1)) en toenemen tot 0,75. 


In dit tijdsinterval kan de y-coördinaat alle waarden aannemen.

c) 
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 ADVANCE \u 19 geeft een numerieke benadering van ongeveer 10,463


Je zou het nu trouwens ook kunnen berekenen m.b.v. de in vraag a afgeleide paraboolformule. 

Som 33

a) 
y is maximaal als  t  =  4,08  en de bijbehorende y-waarde bedraagt plusminus 81,6 meter.

b) 
Stel  y  =  0 en je vindt y = 0 (logisch; dat is het moment van afschieten) resp. y = 8,16. 

c) 
De tijd dat de pijl omhoog vliegt is gelijk aan de tijd om weer terug te keren op aarde.


Bereken daarom de volgende integraal en verdubbel het resultaat:   ADVANCE \d 18
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 ADVANCE \u 18 


De numerieke benadering die je krijgt is ongeveer 152,4.  De totale lengte is dan bijna 305 meter.


Overigens kun je de hele baanlengte ook krijgen door in een keer te integreren van  0  tot  8,16.

Som 34
a + b)      ADVANCE \d 6

[image: image82.wmf]xx'(t)tenyy'(t)t
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 ADVANCE \u 6    (de zgn. lineaire benadering m.b.v. de afgeleide)

c) 

[image: image83.wmf]222
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 ADVANCE \u 6   (Pythagoras in het min of meer rechthoekige driehoekje onder de kromme)

d + e)    ADVANCE \d 6
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 ADVANCE \u 6
Je ziet hier al min of meer de formule voor de booglengte verschijnen. De cruciale stap is nu, dat wanneer de stapgrootte steeds kleiner wordt, dit tenslotte overgaat in de integraal die we steeds gebruikten. Maar wiskundig gesproken is de hier geschetste methode verre van volledig en zelfs op details niet juist; je hebt in ieder geval een idee langs welke weg men tot dit soort formules komt. Waar het om draait is steeds hetzelfde: met een integraal worden in één klap oneindig veel termen (onder- en bovensommen!) bij elkaar opgeteld. 

Som 35
a) 
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 ADVANCE \u 17
b) 
zie het antwoord op de vorige vraag.

c) 
Je krijgt dezelfde integraal, maar met andere grenzen. Het eindresultaat blijft echter 0.

d) 
verplaatsing.

e) 
Weer die zelfde integraal, maar nu met grenzen 0 en t

Som 35
a) 
De verplaatsing is:   ADVANCE \d 17
        
[image: image86.wmf]2
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 ADVANCE \u 17
b) 
De bal bereikt de maximale hoogte op het tijdstip   ADVANCE \d 14
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 ADVANCE \u 14  sec.  En vanaf dat moment gaat hij terugvallen naar de aarde.
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